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សញញ ណសំខាន់ៗ

សញញ ណសំខាន់ៗេនក្នុងគណិតគណនា

លីមីត
lim
x→a

f (x) = L

េដរេីវ
f ′(a) = lim

x→a

f (x)− f (a)
x−a

(េបើលីមីតមាន)

អនុគមន៍ y = f (x)

អំាងេត្រកាលកំណត់∫ b
a f (x)dx =

lim
n→+∞

∑n
i=1 f (x∗i )∆x

(េបើលីមីតមាន)

ភាពជាប់
lim
x→a

f (x) = f (a)

អំាងេត្រកាល
មិនកំណត់∫

f (x)dx

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣



សញញ ណសំខាន់ៗ

សំណួរគន្លឹះ

េបើេគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x)

១ េតើ lim
x→a

f (x) មានឬេទ?
២ េតើ f ′(a) មានឬេទ?
៣ េតើ

∫ b
a f (x)dx មានឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤



សញញ ណសំខាន់ៗ

ឧទាហរណ៍
េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x

១ េតើ lim
x→0

f (x) មានឬេទ?
២ េតើ f ′(0) មានឬេទ?
៣ េតើ

∫ 1
−1 f (x)dx មានឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥



សញញ ណសំខាន់ៗ

ឧទាហរណ៍
េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = |x|

១ េតើ lim
x→0

f (x) មានឬេទ?
២ េតើ f ′(0) មានឬេទ?
៣ េតើ

∫ 1
−1 f (x)dx មានឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦



សញញ ណសំខាន់ៗ

លំហាត់គិតេលង
េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x|x|

១ េតើ lim
x→0

f (x) មានឬេទ?
២ េតើ f ′(0) មានឬេទ?
៣ េតើ

∫ 1
−1 f (x)dx មានឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៧



សញញ ណសំខាន់ៗ

ចំេណាទបញ្ហ សំខាន់ៗ

១ បញ្ហ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង(េដរេីវ)
២ បញ្ហ េល្ប�ននិងសំទុះ(េដរេីវ)
៣ បញ្ហ បរមាកម្ម(េដរេីវ)
៤ បញ្ហ ្រកឡាៃផ្ទនិងមាឌ(អំាងេត្រកាលកំណត់)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៨



មាតិកា

1 សញញ ណសំខាន់ៗ

2 េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

3 ក្ួបនគណនាលីមីត

4 ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

លីមីតៃនអនុគមន៍

គណិតគណនាគឺែផ្អកេលើបញញតិៃនលីមីត។
លីមីតជាមូលដា្ឋ នៃន្របមាណវធីិសំខាន់ពីរេនក្នុងគណិតគណនាគឺ 
េដរេីវនិងអំាងេត្រកាល។
េដរេីវអាចឱ្យេយើងគណនាអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃនអនុគមន៍ េល្ប�ននិង
សំទុះ អ្រតាេកើនេឡើងៃន្របជាជន។
អំាងេត្រកាលអាចឱ្យេយើងគណនា្រកឡាៃផ្ទេនេ្រកាមែខ្សេកាង
្រកឡាៃផ្ទមុខកាត់និងមាឌ។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១០



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឥឡូវេយើងបងា្ហ ញថាេតើលីមីតមានេនក្នុងបញ្ហ ពីរេផ្សងគា្ន
រកេល្ប�នខណៈៃនវត្ថុែដលមានចលនា
រកេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង

េល្ប�នមធ្យម
ឧបមាថាេយើងចង់គណនាេល្ប�នមធ្យមេនេពលែដលេយើងេធ្វើដំេណើ រតាម
បេណា្ត យវថីិ្រតង់មួយ។ េបើេយើងឆ្លងកាត់បេងា្គ លគីឡូែម៉្រតេលខ 100 េន
េវលាៃថ្ង្រតង់ 12 : 00 P.M. បេងា្គ លគីឡូែម៉្រតេលខ 130 េនេវលាៃថ្ង្រតង់
12 : 30 P.M. ។ េយើងេធ្វើដំេណើ របាន 30km ក្នុងរយៈេពលកន្លះេម៉ាង ដូចេនះ
េល្ប�នមធ្យមេនចេនា្ល ះេម៉ាងេនះគឺ (30 km)/(0.5 h) = 60 km/h។ េទាះបីជា
េល្ប�នមធ្យមគឺ 60 km/h េល្ប�នខណៈែដលបងា្ហ ញេដាយកុងទ័រេល្ប�នគឺ
ែ្រប្រប�លពីខណៈមួយេទខណៈមួយេទៀត។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១១



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
សន្មតថាបាល់មួយ្រត�វបានទមា្ល ក់ពីអាគារមួយែដលមានកម្ពស់ 450 m ពី
ដី។ រកេល្ប�នមធ្យមៃនបាល់េនចេនា្ល ះ

១ t = 1 s និង t = 3 s
២  t = 1 s និង t = 2 s

តាង s(t) ជាចមា្ង យគិតជាែម៉្រតែដលបានធា្ល ក់បនា្ទ ប់ពី t វនិាទីេនាះ

s(t) = 4.9t2

េល្ប�នមធ្យមៃនបាល់េនចេនា្ល ះេពល [t0, t1] គឺជាបែ្រមប្រម�លៃនទីតំាង
ែចកនឹងបែ្រមប្រម�លេពលេវលា

vav =
s(t1) − s(t0)

t1 − t0

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១២



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ដូេច្នះ េល្ប�នមធ្យមេនចេនា្ល ះេពល [1, 3] គឺ

vav =
s(3) − s(1)

3 − 1
=

44.1 − 4.9
3 − 1

= 19.6 m/s

េល្ប�នមធ្យមេនចេនា្ល ះេពល [1, 2] គឺ

vav =
s(2) − s(1)

2 − 1
=

19.6 − 4.9
2 − 1

= 14.7 m/s

សមា្គ ល់
េល្ប�នមធ្យមគឺជាេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម (t0, s(t0)) និង
(t1, s(t1)) មានន័យថា

vav = m =
s(t1) − s(t0)

t1 − t0

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៣



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

េល្ប�នខណៈ
េដើម្បីគណនាេល្ប�នមធ្យមេយើងេ្របើទីតំាងពីរខុសគា្ន េនេពលខុសគា្ន ។ េតើ
េយើងគណនាេល្ប�នេនខណៈណាមួយយ៉ាងដូចេម្តច? េល្ប�នេនខណៈ
t = t0 គឺ្រត�វបានកំណត់េដាយការគណនាេល្ប�នមធ្យមេនចេនា្ល ះ [t0, t1]

េដាយបន្ថយ្របែវងរបស់វា។ េនេពលែដល t1 ខិតេទរក t0 េនាះេល្ប�ន
មធ្យមគឺខិតេទរកតៃម្លែតមួយគត់ែដលជាេល្ប�នខណៈ។

ឧទាហរណ៍
សន្មតថាបាល់មួយ្រត�វបានទមា្ល ក់ពីអាគារមួយែដលមានកម្ពស់ 450 m ពី
ដី។ រកេល្ប�នៃនបាល់េនខណៈ t = 5 s

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៤



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

េយើងមាន
s(t) = 4.9t2

េយើងចាប់អារម្មណ៍េទេលើេល្ប�នេនខណៈ t = 5 េនាះេយើងគណនា
េល្ប�នមធ្យមេលើចេនា្ល ះខ្លីេទៗ [5, t] េដាយេ្របើរបូមន្ត

vav =
s(t) − s(5)

t − 5

ចេនា្ល ះេពល េល្ប�នមធ្យម (m/s)

5 ≤ t ≤ 6 53.9
5 ≤ t ≤ 5.1 49.49
5 ≤ t ≤ 5.05 49.245
5 ≤ t ≤ 5.01 49.049
5 ≤ t ≤ 5.001 49.0049

េយើងសេង្កតេឃើញថាេនេពលែដលចេនា្ល ះេពល្រត�វបានបន្ថយឱ្យខ្លី
េល្ប�នមធ្យមកាន់ែតខិតេទជិត 49 m/s។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៥



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

េល្ប�នេនខណៈ t = 5 គឺ្រត�វបានកំណត់ជាតៃម្លលីមីតៃនេល្ប�នមធ្យម
ទំាងេនះេនេលើចេនា្ល ះកាន់ែតខ្លីេទៗចាប់េផ្តើមេន t = 5 ។ ដូេច្នះេល្ប�នេន
ខណៈ t = 5 គឺ v = 49 m/s

សមា្គ ល់
េយើងនឹងទទួលបានេល្ប�នខណៈដូចគា្ន េនេពលែដល t ខិតេទរក 5 
ពីខាងេឆ្វង (ែដល t < 5) និងេនេពលែដល t ខិតេទរក 5 ពីខាងសា្ត ំ
(ែដល t > 5)
េយើងនិយាយថាលីមីតៃន vav េពល t ខិតេទរក 5 េស្មើនឹង
េល្ប�នខណៈ vinst = 49 m/s។ េយើងកំណត់សរេសរ

vinst = lim
t→5

vav = lim
t→5

s(t) − s(5)
t − 5

= 49 m/s

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៦



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ

េល្ប�នមធ្យមនីមួយៗ្រត�វគា្ន នឹងេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់កាត់តាមពីរ
ចំណុចេនេលើ្រកាបៃនអនុគមន៍ទីតំាង េនេពលែដលេល្ប�នមធ្យមខិតេទ
រកតៃម្លលីមីតេពល t ខិតេទរក 5  េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់កាត់តាមពីរ
ចំណុចខិតេទរកតៃម្លលីមីតដូចគា្ន េពល t ខិតេទរក 5 ។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៧



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ដូចេនះ េពល t ខិតេទរក 5 
១ បនា្ទ ត់កាត់តាមពីរចំណុចខិតេទរកបនា្ទ ត់ែតមួយគត់េហថាបនា្ទ ត់ប៉ះ
២ េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់កាត់តាមពីរចំណុច msec ខិតេទរក

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ mtan េន្រតង់ចំណុច (5, s(5))។ ដូេច្នះ
េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះអាចសរេសរជា

mtan = lim
t→5

msec = lim
t→5

s(t) − s(5)
t − 5

= 49

តៃម្លលីមីតេនះដូចគា្ន នឹងតៃម្លលីមីតែដលកំណត់េល្ប�នខណៈ។ ដូេច្នះ
េល្ប�នខណៈ t = 5 គឺជាេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង
ទីតំាងេន t = 5។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៨



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

លីមីតៃនអនុគមន៍

និយមន័យ
សន្មតថាអនុគមន៍ f កំណត់្រគប់ x ែក្បរ a (អាចេលើកែលង្រតង់ a)។ េបើ
f (x) ខិតេទរក L កាន់ែតេកៀកេទៗេពលែដល x ខិតកាន់ែតេកៀក a (ពី
សងខាង a) បុ៉ែន្តមិនេស្មើនឹង a េយើងសរេសរ

lim
x→a

f (x) = L

មានន័យថាលីមីតៃន f (x) េពល x ខិតេទរក a  េស្មើនឹង L

សមា្គ ល់៖ ឃា្ល ``បុ៉ែន្ត x , a'' េនក្នុងនិយមន័យមានន័យថាការរកលីមីតៃន
f (x) េពល x  ខិតេទរក a េយើងមិនគិតចំណុច x = a។ តាមពិតេទ f (x)
មិនកំណត់េន្រតង់ x = a ក៏បាន។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ១៩



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

អ្វីែដលសំខាន់គឺថាេតើ f កំណត់យ៉ាងដូចេម្តចេនែក្បរ a មានន័យថាតៃម្លៃន
limx→a f (x) (េបើមាន) អា�ស័យេលើតៃម្លៃន  f ែក្បរ a បុ៉ែន្តមិនអា�ស័យេលើ
តៃម្លៃន f (a)។

េនក្នុងករណីទំាងបី
lim
x→a

f (x) = L

សមា្គ ល់៖ (b) f (a) , L និង (c) f (a) មិនកំណត់

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២០



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
រកលីមីត

lim
x→1

x − 1
x2 − 1

សមា្គ ល់ថាអនុគមន៍ f (x) = (x − 1)/(x2 − 1) មិនកំណត់ x = 1 បុ៉ែន្តេនះ
មិនែមនជាបញ្ហ ពីេ្រពាះតាមនិយមន័យៃន limx→a f (x) េយើងពិនិត្យតៃម្លៃន
x ែដលេនែក្បរ a បុ៉ែន្តមិនេស្មើនឹង a ។

x < 1 f (x) x > 1 f (x)
0.5 0.666667 1.5 0.400000
0.9 0.526316 1.1 0.476190
0.99 0.502513 1.01 0.497512
0.999 0.500250 1.001 0.499750
0.9999 0.500025 1.0001 0.499975

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២១



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

តាមតារាងេនះេយើងអាចនិយាយបានថា

lim
x→1

x − 1
x2 − 1

= 0.5

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២២



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
លីមីត

lim
x→1

g(x) = 0.5

g(x) =

 x−1
x2−1 , x , 1
2, x = 1

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៣



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

លីមីតេឆ្វង លីមីតសា្ត ំ

និយមន័យ
លីមីតសា្ត ំៈ សន្មតថា f កំណត់បានចំេពាះ្រគប់ x ែក្បរ a ែដល x > a។ េបើ
f (x) ខិតេទរក L េពល x  ខិតេទរក a ែដល x > a ែដលកំណត់សរេសរ
េដាយ

lim
x→a+

f (x) = L

មានន័យថាលីមីតៃន f (x) េពល x  ខិតេទរក a ពីខាងសា្ត ំេស្មើនឹង L
លីមីតេឆ្វងៈ សន្មតថា f កំណត់បានចំេពាះ្រគប់ x ែក្បរ a ែដល x < a។ េបើ
f (x) ខិតេទរក L េពល x  ខិតេទរក a ែដល x < a ែដលកំណត់សរេសរ
េដាយ

lim
x→a−

f (x) = L

មានន័យថាលីមីតៃន f (x) េពល x  ខិតេទរក a ពីខាងេឆ្វងេស្មើនឹង L

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៤



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

្រទឹស្តីបទ

lim
x→a

f (x) = L លុះ្រតាែត lim
x→a−

f (x) = L  និង lim
x→a+

f (x) = L

សមា្គ ល់៖ េបើ limx→a− f (x) , limx→a+ f (x) េនាះ limx→a f (x) មិនមានលីមីត។

ឧទាហរណ៍

(a). limx→2− g(x) (b). limx→2+ g(x)
(c). limx→2 g(x) (d). limx→5− g(x)
(e). limx→5+ g(x) ( f ). limx→5 g(x)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៥



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ចេម្លើយ

(a). lim
x→2−

g(x) = 3

(b). lim
x→2+

g(x) = 1

េដាយសារ limx→2− g(x) = 3 , 1 = limx→2+ g(x) ដូចេនះ limx→2 g(x) មិន
មានលីមីត។

(d). lim
x→5−

g(x) = 2

(e). lim
x→5+

g(x) = 2

េដាយសារ limx→5− g(x) = 2 = limx→5+ g(x) ដូចេនះ

lim
x→2

g(x) = 2

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៦



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
េគឱ្យអនុគមន៍

g(x) =
2x2 − 6x + 4
|x − 1|

រកលីមីត limx→1− g(x), limx→1+ g(x), និង limx→1 g(x) េបើមាន។
េយើងសេង្កតេឃើញថា g មិនកំណត់េន្រតង់ x = 1។ េយើងមាន

g(x) =
2x2 − 6x + 4
|x − 1| =

2(x − 1)(x − 2)
|x − 1|

ស្រមាប់ x > 1, |x − 1| = x − 1 និង
g(x) =

2(x − 1)(x − 2)
x − 1

= 2x − 4

ស្រមាប់ x < 1, |x − 1| = −(x − 1) និង
g(x) =

2(x − 1)(x − 2)
−(x − 1)

= −2x + 4

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៧



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ដូេច្នះ

g(x) =

2x − 4, x > 1
−2x + 4, x < 1

ដូេច្នះ

lim
x→1−

g(x) = 2

lim
x→1+

g(x) = −2

េដាយសារ limx→1− g(x) = 2 , (−2) = limx→1+ g(x) ដូចេនះ limx→1 g(x) មិន
មានលីមីត។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៨



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
អនុគមន៍ H កំណត់េដាយ

H(x) =

0, x < 0
1, x ≥ 0

limx→0− H(x) = 0

limx→0+ H(x) = 1

limx→0 H(x) មិនមានលីមីតេ្រពាះ limx→0− H(x) = 0 , 1 = limx→0+ H(x)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ២៩



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

ឧទាហរណ៍
រកលីមីត

lim
x→0

sin
π

x

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣០



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

សមា្គ ល់ថាអនុគមន៍ f (x) = sin(π/x) មិនកំណត់្រតង់ 0។ េយើងមាន
f (1/n) = sin nπ = 0 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n។ យក x = 1

2n+1/2 េពលែដល n

កាន់ែតធំតៃម្លៃន x = 1
2n+1/2 ខិតេទរក 0 េនាះ f (x) = 1។ យក x = 1

2n+3/2

េពលែដល n កាន់ែតធំតៃម្លៃន x = 1
2n+3/2 ខិតេទរក 0 េនាះ f (x) = −1។

ដូេច្នះ sin(π/x) េយាលចុះេឡើងរវាង 1 និង −1 ចំេពាះតៃម្លេ្រចើនអេនកខិត
េទរក 0 ។ ដូចេនះ

lim
x→0

sin
π

x

មិនមានលីមីតេ្រពាះ f (x) មិនខិតេទរកតៃម្លជាក់លាក់មួយេពល x ខិតេទ
រក 0 ។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣១



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

លំហាត់
១ េគឱ្យអនុគមន៍

g(x) =
x3 − 4x
8|x − 2|

គណនាលីមីត
១ limx→2− g(x)
២ limx→2+ g(x)
៣ limx→2 g(x)

២ េគឱ្យអនុគមន៍

f (x) =

x2 + 1, x ≤ −1
3, x > −1

គណនា
១ limx→−1− f (x)
២ limx→−1+ f (x)
៣ limx→−1 f (x)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣២



េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

លំហាត់

គណនាលីមីតតាម្រកាប

(a). limx→2− g(x) (b). limx→2+ g(x)
(c). limx→2 g(x) (d). limx→3− g(x)
(e). limx→3+ g(x) ( f ). limx→3 g(x)
(g). limx→4 g(x)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៣



មាតិកា

1 សញញ ណសំខាន់ៗ

2 េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

3 ក្ួបនគណនាលីមីត

4 ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍



ក្ួបនគណនាលីមីត

ក្ួបនគណនាលីមីត

លីមីតៃនអនុគមន៍លីេនែអ៊រ
យក a, b និង m ជាចំនួនពិត។ ចំេពាះអនុគមន៍លីេនែអ៊រ f (x) = mx + b,

lim
x→a

f (x) = f (a) = ma + b

ឧទាហរណ៍
១ េបើ f (x) = 1

2 x − 7

lim
x→3

f (x) = lim
x→3

(
1
2

x − 7
)
= f (3) = −11

2

២ េបើ  f (x) = 6
lim
x→2

f (x) = lim
x→2

6 = f (2) = 6

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៥



ក្ួបនគណនាលីមីត

ក្ួបនលីមីត

សន្មតថា lim
x→a

f (x) និង lim
x→a

g(x) មានលីមីត។ លក្ខណៈខាងេ្រកាមពិតែដល c

ជាចំនួនពិត និង n > 0  ជាចំនួនគត់
១

lim
x→a

( f (x) + g(x)) = lim
x→a

f (x) + lim
x→a

g(x)

២

lim
x→a

( f (x) − g(x)) = lim
x→a

f (x) − lim
x→a

g(x)

៣

lim
x→a

(c f (x)) = c lim
x→a

f (x)

៤

lim
x→a

( f (x)g(x)) =
(
lim
x→a

f (x)
) (

lim
x→a

g(x)
)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៦



ក្ួបនគណនាលីមីត

៥

lim
x→a

(
f (x)
g(x)

)
=

limx→a f (x)
limx→a g(x)

េបើ lim
x→a

g(x) , 0

៦

lim
x→a

( f (x))n =

(
lim
x→a

f (x)
)n

៧

lim
x→a

( f (x))1/n =

(
lim
x→a

f (x)
)1/n

េដាយដឹងថា f (x) > 0 ចំេពាះ x ែក្បរ a េបើ n គូ

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៧



ក្ួបនគណនាលីមីត

ឧទាហរណ៍
សន្មតថា lim

x→2
f (x) = 4, lim

x→2
g(x) = 5 និង lim

x→2
h(x) = 8។ គណនាលីមីត

១

lim
x→2

f (x) − g(x)
h(x)

២

lim
x→2

(6 f (x)g(x) + h(x))

៣

lim
x→2

(g(x))3

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៨



ក្ួបនគណនាលីមីត

១

lim
x→2

f (x) − g(x)
h(x)

=
limx→2( f (x) − g(x))

limx→2 h(x)

=
limx→2 f (x) − limx→2 g(x)

limx→2 h(x)

=
4 − 5

8
= −1

8
២

lim
x→2

(6 f (x)g(x) + h(x)) = lim
x→2

(6 f (x)g(x)) + lim
x→2

h(x)

= 6 lim
x→2

( f (x)g(x)) + lim
x→2

h(x)

= 6
(
lim
x→2

f (x)
) (

lim
x→2

g(x)
)
+ lim

x→2
h(x)

= 6 · 4 · 5 + 8 = 128

៣ lim
x→2

(g(x))3 =

(
lim
x→2

g(x)
)3
= 53 = 125

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៣៩



ក្ួបនគណនាលីមីត

្រទឹស្តីបទ
ក្ួបនលីមីត ១ ដល់ ៦ េនែតពិតេបើជំនួស lim

x→a
េដាយ lim

x→a−
ឬ lim

x→a+

ក្ួបន ៧ ្រត�វបានប្តូរដូចខាងេ្រកាម

lim
x→a+

( f (x))1/n =

(
lim

x→a+
f (x)

)1/n

េដាយដឹងថា f (x) ≥ 0 ចំេពាះ x ែក្បរ a ែដល x > a េបើ n គូ

lim
x→a−

( f (x))1/n =

(
lim

x→a−
f (x)

)1/n

េដាយដឹងថា f (x) ≥ 0 ចំេពាះ x ែក្បរ a ែដល x < a េបើ n គូ

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤០



ក្ួបនគណនាលីមីត

ឧទាហរណ៍
គណនាលីមីតតាម្រកាប

១

lim
x→−2

[ f (x) + 5g(x)]

២

lim
x→1

[ f (x)g(x)]

៣

lim
x→2

f (x)
g(x)

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤១



ក្ួបនគណនាលីមីត

១ តាម្រកាបេយើងេឃើញថា  

lim
x→−2

f (x) = 1, lim
x→−2

g(x) = −1

ដូេច្នះេយើងមាន

lim
x→−2

[ f (x) + 5g(x)] = lim
x→−2

f (x) + lim
x→−2

[5g(x)]

= lim
x→−2

f (x) + 5 lim
x→−2

g(x)

= 1 + 5(−1) = −4

២ េយើងេឃើញថា lim
x→1

f (x) = 2 បុ៉ែន្ត lim
x→1

g(x) មិនមានលីមីតេ្រពាះ
lim

x→1−
g(x) = −2 , −1 = lim

x→1+
g(x) ដូចេនះេយើងមិនអាចេ្របើក្ួបន

ផលគុណៃនលីមីតេទ។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤២



ក្ួបនគណនាលីមីត

េយើងអាចេ្របើក្ួបនផលគុណស្រមាប់លីមីតមា្ខ ង

lim
x→1−

[ f (x)g(x)] = 2(−2) = −4, lim
x→1+

[ f (x)g(x)] = 2(−1) = −2

លីមីតេឆ្វង និងលីមីតសា្ត ំមិនេស្មើគា្ន ដូចេនះ lim
x→1

[ f (x)g(x)] មិនមានលីមីត។
៣ តាម្រកាបេយើងបាន

lim
x→2

f (x) ≈ 1.4, lim
x→2

g(x) = 0

ដូចេនះ lim
x→2

f (x)
g(x) មិនមានលីមីតេ្រពាះ lim

x→2
g(x) = 0។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៣



ក្ួបនគណនាលីមីត

ឧទាហរណ៍
េគឱ្យ

f (x) =

−2x + 4, x ≤ 1√
x − 1, x > 1

គណនាលីមីត lim
x→1−

f (x), lim
x→1+

f (x) និង lim
x→1

f (x) េបើមាន

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(−2x + 4) = 2

ចំេពាះ x > 1 េនាះ x − 1 > 0 េយើងបាន

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

√
x − 1 =

√
lim

x→1+
(x − 1) = 0

េដាយសារ lim
x→1−

f (x) = 2 , 0 = lim
x→1+

f (x) ដូចេនះ lim
x→1

f (x) មិនមាន
លីមីត។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៤



ក្ួបនគណនាលីមីត

សំេណើ
េបើ f (x) = g(x) េពល x , a េនាះ lim

x→a
f (x) = lim

x→a
g(x) េដាយដឹងថាលីមីត

មាន។

ឧទាហរណ៍
គណនាលីមីត

lim
x→1

x2 − 1
x − 1

េយើងមាន

f (x) =
x2 − 1
x − 1

=
(x − 1)(x + 1)

x − 1
= x + 1 = g(x), x , 1

ដូចេនះ

lim
x→1

x2 − 1
x − 1

= lim
x→1

(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1

(x + 1) = 2

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៥



ក្ួបនគណនាលីមីត

លំហាត់
េគឱ្យអនុគមន៍

f (x) =
x3 − 6x2 + 8x
√

x − 2

គណនាលីមីត lim
x→2−

f (x), lim
x→2+

f (x) និង lim
x→2

f (x) េបើមាន

េដាយសារភាគែបងៃន f គឺ √x − 2, f (x) គឺកំណត់បានេនេពលែដល
x − 2 > 0 ដូចេនះែដនកំណត់ៃន  f  គឺ x > 2។ េយើងទាញបានថា lim

x→2−
f (x)

មិនមានលីមីតែដលនំាឱ្យ lim
x→2

f (x) មិនមានលីមីត។ េយើងគណនា  lim
x→2+

f (x)

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

x(x − 2)(x − 4)
(x − 2)1/2 = lim

x→2+
x(x − 4)(x − 2)1/2

= lim
x→2+

x · lim
x→2+

(x − 4) · lim
x→2+

(x − 2)1/2 = 2(−2)(0) = 0.

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៦



ក្ួបនគណនាលីមីត

លំហាត់
១ េគឱ្យ

f (x) =

x2 + 1, x < −1√
x + 1, x ≥ −1

គណនាលីមីត lim
x→−1−

f (x), lim
x→−1+

f (x) និង lim
x→−1

f (x) េបើមាន
២ គណនា

lim
x→2+

√
x − 2

៣ ពន្យល់េហតុអ្វី 
lim

x→2−

√
x − 2

មិនមានលីមីត

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៧



ក្ួបនគណនាលីមីត

្រទឹស្តីបទ Sandwich/ Squeeze/ Pinching

្រទឹស្តីបទ
សន្មតថាអនុគមន៍ f , g និង h េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល 
x ែក្បរ a (អាចេលើកែលង្រតង់ a)។ េបើ lim

x→a
f (x) = lim

x→a
h(x) = L េនាះ

lim
x→a

g(x) = L

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៨



ក្ួបនគណនាលីមីត

ឧទាហរណ៍
េ្របើ្រទឹស្តីបទ Squeeze េដើម្បីបងា្ហ ញថា lim

x→0
x2 sin(1/x) = 0

សមា្គ ល់ថាេយើងមិនអាចេ្របើ

lim
x→0

x2 sin
1
x
= lim

x→0
x2. lim

x→0
sin

1
x

េ្រពាះ lim
x→0

sin(1/x) មិនមានលីមីត។
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត θ,−1 ≤ sin θ ≤ 1។ យក θ = 1/x ចំេពាះ x , 0 េនាះ
េយើងទាញបាន

−1 ≤ sin
1
x
≤ 1

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៤៩



ក្ួបនគណនាលីមីត

េយើងដឹងថា x2 ≥ 0 េនាះេយើងបាន

−x2 ≤ x2 sin
1
x
≤ x2

េយើងដឹងថា
lim
x→0

(−x2) = 0, lim
x→0

x2 = 0

យក f (x) = −x2, g(x) = x2 sin(1/x) និង h(x) = x2 េនក្នុង្រទឹស្តីបទ
Squeeze  េយើងទទួលបាន

lim
x→0

x2 sin(1/x) = 0

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥០



ក្ួបនគណនាលីមីត

ឧទាហរណ៍
េបើ 4x − 9 ≤ f (x) ≤ x2 − 4x + 7 ចំេពាះ x ≥ 0។ រក lim

x→4
f (x)

េយើងមាន

lim
x→4

(4x − 9) = 7,

lim
x→4

(x2 − 4x + 7) = 7

តាម្រទឹស្តីបទ Squeeze  េយើងទទួលបាន

lim
x→4

f (x) = 7

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥១



មាតិកា

1 សញញ ណសំខាន់ៗ

2 េតើអ្វីជាលីមីតៃនអនុគមន៍?

3 ក្ួបនគណនាលីមីត

4 ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

និយមន័យ
អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ x = a េបើ lim

x→a
f (x) = f (a)

អនុគមន៍ f ជាប់េលើចេនា្ល ះ I េបើវាជាប់្រតង់្រគប់ចំណុចក្នុង I

សមា្គ ល់ថាេដើម្បឱី្យ f ជាប់្រតង់ a លក្ខខណ្ឌ ទំាងបីខាងេ្រកាម្រត�វេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
១ f (a) កំណត់បាន (a ∈ D( f ))
២ lim

x→a
f (x) មានលីមីត

៣ lim
x→a

f (x) = f (a)

សមា្គ ល់៖
េបើមានលក្ខខណ្ឌ ណាមួយមិនេផ្ទ�ងផា្ទ ត់េនាះអនុគមន៍មិនជាប់េន្រតង់
a។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៣



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

ឧទាហរណ៍
កំណត់ថាេតើអនុគមន៍ f (x) = 2x + 3 ជាប់្រតង់ x = 4 ?

អនុគមន៍ f ជាប់្រតង់ x = 4 េ្រពាះ
១ f (4) = 11 កំណត់បាន
២ lim

x→4
f (x) មានលីមីត

៣ lim
x→4

f (x) = 11 = f (4)

តាមពិតេទ f (x) = 2x + 3 ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់្រគប់ចំណុចទំាងអស់ៃន R។ 

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៤



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

ឧទាហរណ៍
េតើអនុគមន៍

g(x) =

1
2 x + 3, x < −2
x − 1, x ≥ −2

ជាប់្រតង់ x = −2? េហតុអ្វី?

េយើងមាន
១ g(−2) = −3 កំណត់បាន
២ េយើងមាន

lim
x→−2−

g(x) =
1
2

(−2) + 3 = 2; lim
x→−2+

g(x) = −2 − 1 = −3

េដាយសារ lim
x→−2−

g(x) = 2 , −3 = lim
x→−2+

g(x) េនាះ lim
x→−2

g(x) មិនមាន
លីមីត

ដូេច្នះ g មិនជាប់េន្រតង់ −2
សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៥



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

លំហាត់
១ េតើអនុគមន៍

f (x) =

 x2−16
x−4 , x , 4

7, x = 4

ជាប់្រតង់ x = 4? េហតុអ្វី?
២ េតើអនុគមន៍

f (x) =

−x + 3, x ≤ 2
x2 − 3, x > 2

ជាប់្រតង់ x = 2? េហតុអ្វី?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៦



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

្រទឹស្តីបទ
េបើ f និង g ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ a េនាះអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតង់ a

១ f + g
២ f − g
៣ c f ែដល c ជាចំនួនេថរ
៤ f g
៥ f

g េបើ g(a) , 0

៦ ( f (x))n ែដល n > 0 ជាចំនួនគត់

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៧



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

្រទឹស្តីបទ
អនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតង់្រគប់ចំណុចេនក្នុងែដនកំណត់

ពហុធា
អនុគមន៍សនិទាន
អនុគមន៍ឫសទី n

អនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត
អនុគមន៍អិុចស្ប៉ូណង់ែស្យល
អនុគមន៍េលាការតី

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៨



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

ឧទាហរណ៍
េតើអនុគមន៍  f (x) = ln x+ex

x2−1 ជាប់្រតង់ណាខ្លះ?

អនុគមន៍ y = ln x ជាប់ចំេពាះ x > 0 និង
y = ex ជាប់េលើ R
េនាះ y = ln x + ex ជាប់េលើ (0,∞)។
អនុគមន៍ y = x2 − 1 ជាប់េលើ R ។

ដូេច្នះ f ជាប់្រគប់ x > 0 េលើកែលងែត x2 − 1 = 0 មានន័យថា f ជាប់េលើ
ចេនា្ល ះ (0, 1) និង (1,∞)។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៥៩



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

និយមន័យ
អនុគមន៍ f ជាប់ខាងសា្ត ំ្រតង់ a េបើ

lim
x→a+

f (x) = f (a)

អនុគមន៍ f ជាប់ខាងេឆ្វង្រតង់ a េបើ

lim
x→a−

f (x) = f (a)

ឧទាហរណ៍
កំណត់ចេនា្ល ះជាប់ៃនអនុគមន៍

f (x) =

x2 + 1, x ≤ 0
3x + 5, x > 0

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦០



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

អនុគមន៍ f ជាប់្រតង់្រគប់ x , 0 េដាយសារ f មានពីរែផ្នកែដលែផ្នកនីមួយ
ៗពហុធា។ សិក�ភាពជាប់ៃន f ្រតង់ 0

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x2 + 1) = 1,

មានន័យថា lim
x→0−

f (x) = f (0)។ ដូចេនះ  f ជាប់ខាងេឆ្វង្រតង់ 0។ បុ៉ែន្ត
េដាយសារ

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(3x + 5) = 5 , f (0)

េនាះ f មិនជាប់ខាងសា្ត ំ្រតង់ 0 ។ ដូេច្នះ f ជាប់េលើ (−∞, 0] និងេលើ (0,∞)។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦១



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

លំហាត់
១ រកចំណុចែដលអនុគមន៍មិនជាប់

f (x) =


x + 2, x < 0
ex, 0 ≤ x ≤ 1
2 − x, x > 1

េតើចំណុចណាក្នុងចំេណាមចំណុចទំាងេនះែដល f ជាប់ខាងសា្ត ំ ឬ
ជាប់ខាងេឆ្វង ?

២ េតើ f ជាប់្រតង់ x = 1? េតើ f ជាប់ខាងេឆ្វង្រតង់ x = 1? េតើ f ជាប់
ខាងសា្ត ំ្រតង់ x = 1?

f (x) =

2x, x < 1
x2 + 3x, x ≥ 1

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦២



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

៣ េតើអនុគមន៍

f (x) =

x2 − 3x, x > 4
2x − 5, x ≤ 4

ជាប់្រតង់ x = 4 ឬេទ?
៤ េតើអនុគមន៍

f (x) =

3x3, x ≤ 1
−2x + 5, x > 1

ជាប់្រតង់ x = 1 ឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦៣



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

៥ េតើអនុគមន៍

f (x) =

1 + x2, x < 1
4 − x, x ≤ 1

ជាប់្រតង់ x = 1 ឬេទ?
៦ េតើអនុគមន៍

f (x) =

x2 − 3x, x > 4
2x − 4, x ≤ 4

ជាប់្រតង់ x = 4 ឬេទ?

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦៤



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

្រទឹស្តីបទ
េបើ g ជាប់្រតង់ a និង f ជាប់្រតង់ g(a) េនាះ f ◦ g ជាប់្រតង់ a

្រទឹស្តីបទេនះមានន័យថា

lim
x→a

f (g(x)) = f (g(a))

សមា្គ ល់៖ េបើ g ជាប់្រតង់ a េនាះ lim
x→a

g(x) = g(a)។ េយើងទាញបានថា

lim
x→a

f (g(x)) = f (g(a)) = f
(
lim
x→a

g(x)
)
.

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦៥



ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

ឧទាហរណ៍
េតើអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតង់ចំណុចណាខ្លះ?

១ h(x) = sin(x2)
២ F(x) = ln(1 + cos x)

១ េយើងមាន h(x) = f (g(x)) ែដល g(x) = x2 និង f (x) = sin x ។ g ជាប់េលើ
R និង f ជាប់េលើ R េនាះ h = f ◦ g ជាប់េលើ R។ 

២ េយើងមាន f (x) = ln x ជាអនុគមន៍ជាប់និង g(x) = 1 + cos x ជាអនុគមន៍
ជាប់ េនាះ F(x) = f (g(x)) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់កែន្លងែដលវាកំណត់
បាន។ អនុគមន៍ ln(1 + cos x) កំណត់បានេនេពលែដល 1 + cos x > 0
េនាះវាមិនកំណត់េពលែដល cos x = −1 ឬ x = ±π,±3π, . . .។ ដូេច្នះ F
មិនជាប់្រតង់ x = ±π,±3π, . . . និងជាប់េលើចេនា្ល ះរវាងតៃម្លទំាងេនះ។

សា�សា្ត ចារ្យរង មាស េឡន លីមីត ៦៦
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